Capitulo 4

Expressoes
fracionarias

Dominio de uma expressao
algébrica

Um quociente de duas expressoes algébricas, além de ser
outra expressdo algébrica, ¢ uma expressio fraciondria ou
simplesmente uma fragdo. Se o quociente pode ser escrito
como a razdo de dois polinémios, entdo a expressdo fra-
ciondria é uma expressdo racional. A seguir temos um exem-
plo de cada uma dessas expressoes:

Objetivos de aprendizagem

= Dominio de uma expressao
algébrica.

= Simplificacdo de expressdes
racionais.

= Operagdes com expressoes
racionais.

= Expressoes racionais

compostas.
=5x+2 23 —-x2+1
Vx® + 1 5> —x—3

Vemos que o primeiro exemplo € uma expressdo fraciondria, mas ndo € uma expressdo racional.
O segundo € tanto uma expressao fraciondria como racional.

Diferentemente dos polindmios que sdo definidos para todos os mimeros reais, algumas
expressdes algébricas ndo sdo definidas para alguns nimeros reais. O conjunto dos nimeros reais
para os quais uma expressio algébrica é definida € o dominio da expressio algébrica.

EXEMPLO 1 Verificacdo do dominio de expressdes algébricas
(@)3x2—x+5 (b) Vx — 1 ()

—

SOLUCAQ

(a) O dominio de 3x%> — x + 35, como de qualquer polindmio, € o conjunto de todos os nimeros
reais.

(b) Como a raiz quadrada estd definida para nimeros reais nio-negativos, entdo devemos ter
x — 1=0,isto é, x = 1. Em notagdo de intervalo, o dominio é [1, + oof.

(c) Como nio existe divisdo por zero, entdo devemos ter x — 2 # 0, isto &, x # 2. O dominio ¢
todo o conjunto dos nimeros reais, com exce¢io do 2.

Simplificacdo de expressoes racionais

Sejam u, v e z niimeros reais, varidveis ou expressdes algébricas. Podemos escrever expressdes
racionais na forma mais simples usando
uz u

vz v

contanto que z seja diferente de zero. Isto requer uma fatoragdo do numerador e denominador em
fatores primos. Quando todos os fatores comuns do numerador e denominador forem removidos. 2
expressdo racional (ou nimero racional) estd na forma reduzida.
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EXEMPLO 2 Simplificacdo de expressodes racionais
2

& — 3% 3 ¥ .
Escreva = g na forma reduzida. Verifique o dominio
SOLUCAO

x2— 3x - x(_x - 3)

2-9 (x+3)x-23)
X

=x+3’ x#3 ex+ -3

Vemos que x nao pode ser — 3, mas incluimos a condi¢iio x # 3 porque 3 néo estd no dominio da
expressdo racional original. Dessa forma, nao deve estar também no dominio da expressio racional
final, que € o conjunto dos niimeros reais, exceto 3 e — 3.

Duas expressdes racionais sdo equivalentes se elas tém o mesmo dominio e os mesmos valo-
res para todos os nimeros no dominio. A forma reduzida de uma expressio racional precisa ter o
mesmo dominio que a expressdo racional original. Esta ¢ a razdo que nos levou a adicionar a
restri¢iio x # 3 para a forma reduzida no Exemplo 2.

Operacdes com expressoes racionais

Z

. il 3 u
Duas fragdes sdo iguais, — = — se, e somente se, uw = vz.
vV o ow

Operacdes com fracdes

Sejam u, v, w e z niimeros reais, varidveis ou expressoes algébricas. Todos 0s denominadores
sdo considerados como diferentes de zero.

Operacéao Exemplo
1.£+£=u+n 2+2=2+5=l
Pty v i 3 3
2.£+£=uz+vw 3+i=2'5+3‘4=2
V% 174 S 3.5 15
g LW _uw g B 0
v Z 174 g > Ies IS
sl R B W el 20 0
A SESE N 3= 3 4 12 @

5. Para subtragdo, substitua “+” por “—"em 1 e 2.

EXEMPLO 3 Multiplicacdo e divisdo de expressoes racionais
(2% + 11x — 21) -8
(P + 22+ 4x) (2 +5x— 14)

(Zr—S)M.MM_ 2¢ -3
W2 E) DT

(a)

x#2, x#-7, x#0
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@ +1) N P-x+1)
(P =-x—-2) (*-dx+4)

(b)

@+ NE -4+
TR —x-2)@P-x+1)

¥ MM\' -2)F

=x=2, ¥% =1, 2#F2

EXEMPLO 4 Soma de expressoes racionais
X +L=x(x—-5)+3(3x—2)

x—2 X3 (Bx—2)(x—5)
_X2—5x+9x—6
T (Bx—-2)(x—15)
. akpdr—6
T (3x=2)(x—9)
Se os denominadores das fragdes tém fatores comuns,
OBSERVE UM EXEMPLO entdio podemos encontrar 0 minimo miiltiplo comum desses

poliménios. O minimo miiltiplo comum € o produto de
todos os fatores primos nos denominadores, onde cada fator
estd elevado 2 maior poténcia encontrada em qualquer um
dos denominadores.

Vale observar que a expressao
x> + 4x — 6 é um polinémio
primo; néo é possivel fatora-lo.

EXEMPLO 5 Reducio ao mesmo denominador (minimo multiplo comum)
Escreva a seguinte expressdo como uma fragdo na forma reduzida
2 1 3

P=2x x £-—4

SOLUCAO

Os denominadores fatorados sdo x(x — 2), x e (x — 2)(x + 2), respectivamente. O menor deno-
minador comum € x (x — 2)(x + 2).

2 1 3
x2—2x+;_x2—4
N N 3
x(x—=2) x G-2(x+2
20x +2) x-2(x+2) 3x

TG —-2x+2)  xx-2)x+2) xx-2x+2)

2x+2) + (¥ —2(x+2) — 3%
x(x = 2)(x +2)
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2x +4 +x2—4—3x

2(x—2) =+ 2)

x2—x

2 —2) et 2)
_ xlx— 1)

2l =2+ 2)
_ =1 i -
7——(x—2)(x+2)’ x#F0, x#*—2ex#+2

Expressoes racionais compostas

As vezes uma expressio algébrica complicada precisa ser transformada anteriormente para
uma forma mais fécil de ser trabalhada. Uma fracio composta (3s vezes chamada fracfio com-
plexa), na qual os numeradores e denominadores podem eles mesmos conter fragdes, € tal como no
exemplo a seguir. Uma maneira de simplificar uma fracdo composta € escrever numerador e
denominador como fragdes simples e, entdo, inverter ¢ multiplicar. Se a fracdo toma a forma de uma

expressdo racional, entfio escrevemos a expressdo na forma reduzida ou na forma mais simples.

EXEMPLO 6 Simplificacdo de uma fracdo composta
31 3x+2)—7
_ x+2 x4+ 2
1 (x—=3) —1
F=3 X3
3% —1
x+2
x—4
%9
BGx—1Dx—3)

=" % —2ex ¥4
O — x#3, x # ex ¥+

l_

Uma segunda maneira de simplificar uma fragio composta € multiplicar o numerador e o
denominador pelo minimo multiplo comum de todas as fracGes existentes na expressdo, como
ilustrado no Exemplo 7.

EXEMPLO 7 Simplificacdo de outra fragdo composta

Use o minimo multiplo comum para simplificar a fracdo composta

1 1
2 P
1 1
a b

0 menor denominador comum das quatro fra¢des no numerador e denominador € a%b%.
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1 1 L = L a2b2
5 a7
i = l i - i azbz
a b a b
b2 - (12
T ab* —ab
_b+ab-a
ab(b — a)
b+a
=———-, a¥*b
ab
EXERCICIOS
Nos exercicios 1 a 8, reescreva como uma tUnica P S
fragio, 2 x+s5 2
5,10 17 9 i
Lo e L. = e = a3
oy P e
s o e 2 2 =
31 22 L 25T 26. 2z9=—x +_"3 2
2.4 g 2. 15 ) )
8 5 410 Nos exercicios 27 a 32, considere a fragdo original e sua
7. L 4 4 5 3 1,6 4 forma reduzida do exemplo especificado. Explique por
14015 21 "6 35 15 que a restri¢do dada € necessdria na forma reduzida.

Nos exercicios 9 a 18, encontre o dominio da expressdo
algébrica. Os exercicios 15 ¢ 16 trazem restricio da
expressdo racional original.

9.5x2—-3x—7 10. 2x— 5
2
11. Vx -4 12—
Vx+3
2x + 1 x2—2
= x2+3x b x2—4
X =1
15. , X F2 16. ——— %0
=1 =2
17. x2 + x7! 18. x(x+ 1)72

Nos exercicios 19 a 26, encontre o numerador ou o
denominador que estd faltando, de modo que as duas
expressdes racionais sejam equivalentes.

2 __? S _1»
e TA = 2y 9
x—4 _ B—A x .. 2
B 3 S eeE B
2
23x+3_

27. Exemplo 3a, x # 2, x # —7.
28. Exemplo 3b, x # —1,x # 2.

29. Exemplo 4, nenhum.
30. Exemplo 5, x # 0.
31. Exemplo 6, x # 3.
32. Exemplo 7, a # b.

Nos exercicios 33 a 44, escreva a expressao na forma

reduzida.

18x3
5%

33.

Bh s

37 o MU

39.

41.

43.

75y?

oy4

2y + 6y

i

x2+6x+9

x2—x—12

y3+4y2-2ly
y2—49

2234+ 622+ 18z
73 —27

y*+3y

34.

36.

38.

40.

42.

44,

y+3y-5y—15
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Nos exercicios 45 a 62, simplifique.

: " Vo T 2
= \*2_:71 x2 +4.:+ 1

3 2 N L -
50. 2 fi‘ 2:24-‘ ) :z = ‘8‘
51. 2y2 49y —5 y—35

52. .
3y92—-y—2  y+4
1 1 4x | 8
s , TR
2x 4 o ¥ X
x2—3x 2wy Tx — Ty  ldx — 14y
55, ———— + — 6. ————+ ———
14_\' '5\2 4)’
2x%y x2 — y?
Tr—2)2 2xvy
57. (X~ 3) 5g; 2
8xy
¥—3 4x2%y
2x+1 3 3 Xk 1
L x+5 x+5 o0 t—=2 x—=2

y2—25 2y —y

y24+ 8y + 16 3y% + 2y

3y

3 6
i k8w w20

5 4
2. 2+x—6 x—-2 x2—4

¥ y L i

¥ a2 x ¥
ST gt 13
V2 22
13%—3 13
2x + ;1_4‘ ——
65. e 66. 3
2%+ —— 2% =
x—4 X 3
1 1 x+h __x
67 (x+h)? 2 68 x+h+2 x+2
' h . h
b_a 1,1
a b a b
69. l_l 70. 1_7¥£
a b a b

Nos exercicios 71 a 74, escreva com expoentes posi-
tivos e simplifique.

x+y)7!
#i. (Lo Llpag a2 -‘)_]
= A (x—=y
73. x4yt 74.(x 14yl



